Analytische Geometrie-Aufgabe der Vorabiturklausur ~ mit Losung (mit je einem von vielen mdglichen Lésungswegen)

Louvre-Pyramide

Der Eingang des berihmten Pariser Kunst-Museums
"Louvre" wird durch eine Glas-Pyramide mit quadrati-
scher Grundflache gebildet:

Die Breite betragt ungefahr 35m und die Hohe 22m.

Diese Pyramide wird jetzt in einem dreidimensionalen
rechtwinkligen Koordinatensystem (mit den Langenein-
heiten von jeweils 1m) betrachtet.

Die Bodenflache sei die x;-x,-Ebene, und die x;-Achse
sei lotrecht nach oben gerichtet. Das Koordinatensys-
tem sei weiterhin so gewahlt, dass die vier Eckpunkte
auf dem Boden die folgenden Koordinaten haben:

A(0|0[0) , B(35/0[0) , C(35/35/0) , D(0]35/0)

a) Die Dachspitze sei S. Begriinden Sie, dass S die folgenden Koordinaten hat:
S(17,5/17,5]22).

Zeichnen Sie die Pyramide in ein Koordinatensystem ein.
(1L.E. @1m, der Verkirzungsfaktor in x;-Richtung betragt 12 , der Winkel zwischen x;- und X,-

Achse ist 135° grof3.)

b) Bestimmen Sie eine Parameter- und eine Koordinatenform der Ebene E, in der die
Pyramidenseitenflache ABS liegt.

c) Bestimmen Sie den Winkel, den die Seitenflachen der Pyramide jeweils mit dem Ful3boden
bilden.

d) Um ein Angebot fur die Fensterreinigung einzuholen, muss man den Flacheninhalt der Glas-
flachen berechnen. Berechnen Sie dazu zuerst den Flacheninhalt eines der vier (kongruenten)
Seitendreiecke und dann die gesamte zu reinigende Glasflache.

e) Am Tage fallt bei schonem Wetter (paralleles) Sonnenlicht auf die Pyramide. Zum betrachte-

& 150
ten Zeitpunkt sei der Richtungsvektor des Lichtes v =g 10_.
& 105
Berechnen Sie die Koordinaten des Schattenpunktes P der Pyramidenspitze auf dem Boden.
f)  Nachts sollen zur Verstarkung der Lichteffekte die Seitenflachen der Pyramide von auf3en mit

Scheinwerfern beleuchtet werden.
Einer der Scheinwerfer soll mit Hilfe eines Lichtmastes lotrecht Giber dem Bodenpunkt

F(17,5| -7 O) angebracht werden. Die als punktférmig angenommene Lichtquelle soll die

Seitenfliche ABS so beleuchten, dass das Licht im Schwerpunkt dieser Seitenflache senk-
recht auftrifft.

Zeigen Sie zunéachst, dass der Schwerpunkt M; die Koordinaten Ml(%la—g’ | 2—5) hat. Bestimmen

Sie dann die notwendige Hohe der Lichtquelle tber dem Boden und ihren Abstand von der
Seitenflache der Pyramide.

Hinweis: Die Punkteverteilung ist ggf. nicht exakt, da Sie Berechnungen friiher oder spéter anstellen, die Siein folgen-
den Teilaufgaben wieder verwenden kénnen.
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Analytische Geometrie (LOsungen)

a)

b)

d)

S liegt in x3-Richtung 22m Gber dem Mittelpunkt der Grundflache der Pyramide mit einer Kan-
tenlange von 35m.
Darum hat S die Koordinaten S(17,5|17,5|22).

Eine Parameterform der Ebene E, in der die Seitenflache ABS liegt, ergibt sich aus der Drei-
Punkte-Form:

E:X=0A+rxAB+sxAS , r,s1 IR

8@59 (a;é7,59
b X =rxc 0++sx175+
&0y & 225

Eine Koordinatenform lasst sich mithilfe eines Normalenvektors zur Ebene bestimmen:
8659 aé7,59

§ 0i*A=0 U {175:*A=0 b
& 0p & 225
Gleichung I liefert n, = 0. Aus Gleichung Il folgt dann 17,5n, =-22n,.
Mit n, =44 folgt n, =-35.

35n, =0
175n,+17,6n,+22n, =0

e 00
Damit ist N :g 44 = Normalenvektor von E.
& 355
e 00
Daraus folgt, dass X *g 44:= O eine Vektorgleichung von E und 44x, - 35x, =0 eine Ko-
& 355

ordinatengleichung von E ist.

Betrachtet wird (stellvertretend fur alle vier Flachen) die Seitenflache ABS, so dass auf die
Ergebnisse aus Teil b) zurlickgegriffen werden kann.

Der Winkel zwischen zwei Ebenen entspricht dem Winkel zwischen den zugehdrigen Norma-
lenvektoren.

o

Esgilt Nygs=¢ 44+ ; n., =c0+.
& 355 &lp
Njygs *N

Aus cosa = |4ABS Nl - 3 06225 folgt a » 515°.
|Fpag 41| /316151

Die zur FuRbodenseite gehdrende Hohe einer jeden Pyramidenseitenflache erhalt man mithil-
fe des Satzes von Pythagoras aus der Hohe der Pyramide (h =22) und der halben Lange der

FuRbodenseite (% =17.5).

hy = +/222 +17 ,52

35%/22% +17,5°

5 » 491,95.

Der Inhalt einer Seitenflache betréagt also ca. 492m? und die zu reinigende Gesamtflache (vier
Innen- und vier AuRenflachen) demnach ca. 3936m>.

Damit gilt: A, 212>4><hD =
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e) Die Geradengleichung des ,Sonnenstrahls” durch S lautet:
aé7,59 ® 159
QX =0$+txi =Q1755+15¢ 10+
& 225 & 104
Auf dem FuRboden ist die x;-Komponente Null: 22- 10t=0 U t =% )
Der Schattenpunkt P der Pyramidenspitze hat also den Ortsvektor
@750 e 156 a905¢

p = 81 75 %+D>§ 10+= 839,5% und P somit die Koordinaten P(50,5|39,5|0).

& 225  &105 & 0p

f)  Der Schwerpunkt M des Dreiecks ABS hat den Ortsvektor

8@250
OI\/I——>(OA+OB +OS)—§>@1 75+

§22 5
damit hat M die Koordinaten M(:%5 |SZ5 |2—32)

Der Scheinwerfer liegt auf einer Geraden mit der Gleichung
aé5/ 20 ae 09
h:X :OI\/>|+C]>ﬁABS (;35/6 +q>@ 44
222/32, 8 352,
Um den gesuchten Scheinwerferpunkt G zu ermitteln, ist q so zu bestimmen, dass die X,-
Komponente in der Geradengleichung den Wert X, =- 7 annimmt.

Also 3—5+44q -7 0 g=- l»-0,29.

6 24
Damit erhalt man die Koordinaten fiir den Ort G der Lichtquelle:
G(%| 7|ﬁ) » G(17,5|-7|17,5)

Die notwendlge Hohe der Lichtquelle betragt also ca. 17,5m.
Der Abstand des Punktes G von der Seitenflache ABS wird mithilfe der Hesseschen Norma-
lenform von E bestimmt.

Betrag des Normalenvektors von E: |ﬁ | = 1/442 +(-35)° =+/3161» 56,22

1
Damit ergibt sich als HNF von E;: ——x44x,, - 35x,)=0
g 316] >< 2 3)

Der gesuchte Abstand kann durch Einsetzen der Koordinaten von G in die linke Seite der HNF
von E bestimmt werden:

d(GE ygﬁ X7 35%3»164

Die Llchtquelle beflndet sich demnach in einem Abstand von ca. 16,4m von der Seitenflache
der Pyramide.



